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        В работе найдены условия существования и единственности регулярных решений 
на конечном отрезке одной краевой задачи для операторно-дифференциальных уравне-
ний второго порядка эллиптического типа. Эти условия выражены свойствами коэф-
фициентов данного  операторно-дифференциального уравнения. 
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        Пусть H -сепарабельное гильбертово пространство, A - нормальный 
оператор, спектр которого содержится в угловом секторе 

{ }20,arg: π
ε εελλ <≤≤=S . Тогда оператор A  можно представить в 

виде UCA = , где C - положительно-определенный самосопряженный 
оператор, а U - унитарный оператор в H . Как известно ( )γγ CDH =  гиль-

бертово пространство со скалярным произведением ( ) ( ),,, yCxCyx γγ
γ =  

0≥γ , причем при 0=γ  же считаем, что .0 HH =  
         Обозначим через ( )( )HbaL ;,2  гильбертово пространство вектор-
функций ( )tf , определённых почти всюду в интервале ( )ba, , со значе-
ниями в H , для которых 

( )( ) ( ) +∞<







= ∫

2
1

2

2

;,

b

a
HbaL

dttff . 

Здесь +∞≤<≤∞− ba . Следуя монографии [1] определим гильбертово 
пространство  

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }HbaLuCHbaLuuHbaW ;,,:,:;, 2
2

2
2

2 ∈∈′′=  
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с нормой  

( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1

2

;,

22

;,;, 22
2

2





 +′′=

HbaLHbaLHbaW
uCuu / 

 
Здесь и в дальнейшем, производные понимаются в смысле теории распре-
делений. 
        При +∞=−∞= ba ,  считаем, что ( )( ) ( )HRLHL ;;, 22 =+∞∞−  и 

( )( ) ( )HRWHW ;;, 2
2

2
2 =+∞∞− . 

            Рассмотрим в пространстве  H  краевую задачу 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,0,2

21 TttftuAtuAtuAtutudtdP ∈=++′+′′−=   (1) 
( ) ( ) ,,0 10 ϕϕ == Tuu             (2) 

где ( ) ( )tutf , - функции, определённые в интервале ( ) 0,,0 >TT , со значе-
ниями в H , H∈10 ,ϕϕ , а операторные коэффициенты удовлетворяют ус-
ловиям: 
1) A -нормальный оператор в H  с спектром в секторе 

;
2

0,arg:






 <≤≤=

πεελλεS  

2) 2,1, == − jAAB j
jj   суть ограниченные операторы в H . 

      Определение 1. Если при ( ) ( )( )HTLtf ;,02∈  существует вектор-
функция ( ) ( )( )HTWtu ;,02

2∈ , удовлетворяющая уравнению (1) почти всю-
ду в ( )T,0 , то будем говорить, что ( )tu  есть регулярное решение уравне-
ния (1). 
       Определение 2. Если при любом наборе ( ) ( )( )HTLtf ;,02∈ , 

2
310 , H∈ϕϕ  

существует регулярное решение ( )tu  уравнения (1), удовлетворяющее 
граничные условия (2) в смысле сходимости 

( ) ( ) 0lim,0lim
2

3102
300

=−=−
−→+→

ϕϕ tutu
Ttt

 

и имеет место оценка 

( )( ) ( )( )
2

3
2

3
2

2
2

10;;,0
ϕϕ ++≤

+ HRLHTW
fconstu , 

то задача (1), (2) называется регулярно разрешимой. 
       В данной работе мы найдем условия регулярной разрешимости зада-
чи (1), (2). Отметим, что при ∞=T  эта задача исследована многими ав-
торами,  когда A  - самосопряженный положительный оператор [2-6] , а в 
работе [7], когда A -нормальный оператор. В работе [8] эта задача изуче-
на на конечном отрезке в случае, когда A  - самосопряженный поло-
жительный оператор. 
        Сперва рассмотрим краевую задачу 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,0,2
0 TttftuAtuudtdP ∈=+′′−=                              (3) 

 
( ) ( ) 10 ,0 ϕϕ == Tuu   .                                                          (4) 

 
        Для исследования задачи (3), (4) введем полное подпространство 
пространства ( )( )HTW ;,02

2 ,   

( )( ) ( )( ) ( ) ( ){ }00,;,0:;,0 2
2

2

2

0
=== TuuHTWuHTW . 

         Имеет место следующая 
         Теорема 1. Пусть выполняется условие 1). Тогда задача (3), (4) ре-
гулярно разрешима. 
         Доказательство. Легко видеть, что вектор-функция 

( ) ( )
100 xexetu tTAAt −−− +=                                                            (5) 

при ( ) ( )10
12

0 ϕϕ AtAt eeEx −−− +−= , ( ) ( )10
12

11 ϕϕϕ AtAtAt eeEex −−−− +−−=  
принадлежит пространству ( )( )HTW ;,02

2 , удовлетворяет уравнению                                  
( ) ( ) 00 =tudtdP . Отметим, что при выполнении условия 1) оператор 

AteE 2−−  обратим в H . Тогда после замены ( ) ( ) ( )tuttu 0+= ω  получаем, 
что ( )tω  является регулярным решением задачи 

( ) ( ) ( )TttgudtdP ,0,0 ∈=                                               (3) 
 

( ) ( ) 0,00 == Tuu                                                             (4) 
где ( ) ( ) ( ) ( )tuAtuAtftg 0201 −′−= . Из условия  ( ) ( )( )HTWtu ;,02

20 ∈  и из 
теоремы о следах следует, что 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2

3
2

3
22

10;,0;,0
ϕϕ ++≤ constftg

HTLHTL
. 

         Покажем, что задача (3), (4) регулярно разрешима. Очевидно, что для 

этого достаточно доказать, что оператор ( )( ) ( )( )HTLHTWP ;,0;,0: 2

2

2

0

0 →  
есть изоморфное отображение. Из вида ( )tu0  видно, что при 010 == ϕϕ  

( ) 00 =tu , т.е { }00 =KerP . Покажем, что 0P  отображает ( )( )HTW ;,0
2

2

0
 на 

( )( )HTL ;,02  , т.е для любого ( )( )HTLg ;,02∈  существует вектор-функция  

( ) ( )( )HTWt ;,0
2

2

0
∈ω  такая, что gP =ω0 . Пусть ( )ξ1ĝ  есть преобразование 

Фурье вектор-функции ( )tg1 , которая является продолжением в 
( )∞∞−= ,R  вектор-функции ( )tg  из интервала ( )T,0  как нулевая функ-

ция. Тогда вектор-функция 
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( ) ( ) ( ) ( )+∞∞−=∈+= ∫
+∞

∞−

− ,,ˆ
2
1

1
122

1 RtegAEtu tiξξξ
π

, 

принадлежит пространству ( )HRW ;2
2  и удовлетворяет уравнению (3) 

почти всюду в ( )T,0 . Действительно, по теореме Планшереля  
            

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2

;1
22

;1
22

;1
22

;1
2

;1
2222

2
2

ˆˆ
HRLHRLHRLHRLHRW

uAuuCutu ξξξ +=+′′= ,   (6) 

где  ( ) ( ) ( )ξξξ 1
122

1 ˆˆ gAEu −
+= . Так как 

            ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) 1222

;
1

12222

;1
2 supˆ

22

−

∈

−
+≤+= AEAgAEAuA

RHRLHRL
ξξξξ

ξ
. 

            ( ) ( ) ( ) ( )( )HTL
R

HRL
gAEAg

;,0

1222
;1

22
supˆ −

∈
+= ξξ

ξ
                                  (7) 

Из спектрального разложения оператора A  следует, что при любом R∈ξ  

              

( )
( )

( )
( )

( )

( ) .2cos2sup

2cos2sup

2sin2cossup

sup

2
1

0

2
1

0

0

22442

0

22442

,0

12222

,0

122221222






 ++≤

≤




 ++≤

≤




 ++≤

≤+=+

−

>≥

−

≤>≥

−

≤>≥

−

∈

−

ελξλξλ

ϕλξλξλ

ϕλϕλξλ

λξλξ

µλ

εϕµλ

εϕµλ

ϕ

σλ

i

eAEA i

A

                         (8) 

Очевидно, что при 40 πε ≤≤   число 02cos ≥ε , поэтому при 00 >≥ µλ  

                    ( ) ( ) 12cos2 2
1

2
1 44222442 ≤+≤++

−−
λξλελξλξλ ,            (9) 

а при 24
ππ ε <≤   число 02cos ≤ε ,поэтому при 00 >≥ µλ  по нера-

венству Коши  
                  

( ) ( )( )
( ) ( ) .

cos2
12cos1

2cos2cos2

2
12

1

2
1

2
1

442

4444222442

ε
ελξλ

ελξλξλελξλξλ

≤++=

=+++≤++

−−

−−

     (10)                     

Из (8) и (10) с учетом неравенства (7) получаем, что 

                                ( )
( )

( ) ( )( )HTLHRL
gcuA

;,00

2

;1
2

22

ˆ εξ ≤ ,                               (11) 

где    
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( )






<≤

≤≤
=

.,
cos2
1

,0,1

24

4

0 ππ

π

ε
ε

ε
εc                                   (12) 

Аналогично доказывается, что 

                                ( )
( )

( ) ( ) ( )( )HTLHRL
tgcu

;,00

2

;1
2

22

ˆ εξξ ≤  .                           (13) 

Таким образом, ( ) ( )HRWtu ;2
21 ∈ . Обозначим, сужение ( )tu1  на ( )T,0  че-

рез ( )t1ξ . Очевидно, что ( ) ( )( )HTWt ;,02
21 ∈ξ . Тогда по теореме о следах 

получаем, что ( ) ( )
2

311 ,0 HT ∈ξξ . Теперь будем искать решение уравнения 

guP =0 ,  ( )( )HTWu ;,0
2

2

0
∈ , ( )( )HTLg ;,02∈ , в виде 

( ) ( ) ( )tutt 01 += ξω , 
где ( ) ( )

100 xexetu AtTtA −−− += , а 
2

310 , Hxx ∈  - искомые векторы. Из условия 

( ) ( )( )HTWt ;,0
2

2

0
∈ω  следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )TTuu 1010 ,00 ξξ −=−= , 
т.е. для определения 0x  и 1x  получаем систему уравнений 

( ) ( )Txxexex TATA
110110 ,0 ξξ −=+−=+ −− . 

Следовательно, ( ) ( )( )0110 0 xeTex TATA −− ++−= ξξ  или 
( ) ( ) ( )TexeE TATA

110
2 0 ξξ −− +−=− , т.е. 

( ) ( ) ( )( )
2

311
12

0 0 HTeeEx TATA ∈+−−= −−− ξξ . 

Аналогично находим, что ( )
2

3011 HxeTx TA ∈+−= −ξ . Таким образом, 

( ) ( )( )HTWt ;,0
2

2

0
∈ω . С другой стороны,  

                       

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )





 +′′≤+′′−=

2

;,0

22

;,0

2

;,0

22

;,00
2222

A2
HTLHTLHTLHTL

AP ωωωωω ,  

т.е. ( ) ( )( )HTLHRWP ;,0;: 2

2

2

0

0 →+  является непрерывным оператором. То-
гда по теореме Банаха следует, что обратный оператор 

( )( ) ( )( )HTWHTLP ;,0;,0:
2

2

0

2
1

0 →−  также непрерывен. Теорема доказана. 
       Теперь займёмся решением задачи (1), (2). 
       Имеет место 
       Теорема 2. Пусть выполняются условия 1), 2) и имеет место неравен-
ство 
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( ) ( ) 11
11

2
20 <+= −− AAcAAc εεα ,                                     (14) 

где ( )ε0c  определен из равенства (12), а ( )
ε

ε
cos2
1

1 =c . Тогда задача (1), 

(2) регулярно разрешима. 
      Доказательство. После замены ( ) ( ) ( )tuttu 0+= ω , где ( )tu0  определя-
ется из равенства (5), мы получаем для ( )tω  задачу 

( ) ( ) ( ),ttdtdP ψω =                                                 (15) 
 

( ) ( ) 0,00 == Tωω ,                                                            (16) 
где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )HTLtftuAtuAt ;,020201 ∈+−′−=ψ . 
Напишем задачу (15), (16) в виде уравнения ψωωω =+= 10 PPP , где 

ωω 2
0 AP +′′−= , ωωω 211 AAP +′= , ( )( )HTW ;,0

2

2

0
∈ω , ( )( )HTL ;,02∈ψ . 

При этом мы показали, что ( )( ) ( )( )HTWHTLP ;,0;,0:
2

2

0

2
1

0 →−  ограничен. 
Тогда из уравнения  ψωω =+ 10 PP  после замены υω 1

0
−= P  получаем 

уравнение  
ψυυ =+ −1

01PP                                                          (17) 
в пространстве ( )( )HTL ;,02 . Очевидно, что для доказательства теоремы 
достаточно доказать, что 11

01 <−PP . Так как при любом ( )( )HTL ;,02∈υ  
имеет место неравенство 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
,

;,0

22
2;,0

1
1

;,021;,01;,0

1
01

22

222

HTLHTL

HTLHTLHTL

AAAAAA

AAPPP

ωω

ωωωυ

−−

−

+′≤

≤+′==
                          (18) 

то надо оценить нормы ω′A  и ω2A  при ( )( )HTW ;,0
2

2

0
∈ω . Ясно, что 

( )( )HTW ;,0
2

2

0
∈ω  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =′′+′′+= HTLHTLHTLHTL
AAP ;,0

22

;,0

2

;,0

22

;,00 2222
,Re2 ωωωωω                         

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

;,0

2

;,0;
2

;,0 2
2

222
2

2cos2,Re2
HTLHTWHRLHTW

AAA ωεωωωω ′+≥′+=
+

∗      (19) 

С другой стороны, 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ≤′′−=′′=′=′ ∫∫
TT

HTLHTL
dtCdtCCCA

0

2

0

2

;,0

2

;,0
,,

22
ωωωωωω                 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

;,0

2

;,0

2

;,0

2
;,0;,0

2
2

22222 2
1

2
1

HTWHTLHTLHTLHTL
CC ωωωωω =





 ′′+≤′′≤ . (20)     
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Учитывая неравенство (19) в (20) получаем 

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2

;,0

2

;,00
2

;,0

2

;,0 2222
2cos2

2
1

HTLHTLHTLHTL
APCA ωεωωω ′−≤′=′                   

или 

   ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

;,002
2

;,00
12

;,0 222 cos4
12cos1

2
1

HTLHTLHTL
PPA ω

ε
ωεω =+≤′ − .   (21) 

Далее из неравенства (19) при  40 πε ≤≤  следует, что 
                                            

( )( ) ( )( )HTLHTL
PA

;,00;,0

2

22
ωω ≤ .                         (22) 

При  40 πε ≤≤  число 02cos <ε , поэтому, учитывая неравенство (21) в 
(19), получаем 

( )( ) ( )( ) ( )
2

;,002
2

;,0

2

;,00
2

2
22 cos4

12cos2
HTLHTWHTL

PP ω
ε

εωω +≥  

или 

           ( )( ) ( ) ( )( )
2

;,002
2

;,002
2

;,0 22
2

2 cos2
1

cos2
2cos1

HTLHTLHTW
PP ω

ε
ω

ε
εω =





 −≤  .  (23) 

Таким образом, из неравенств (21), (22) и (23) следует, что при 

( )( )HTW ;,0
2

2

0
∈ω  имеют место неравенства 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )HTLHTLHRL
PPcA

;,00;,001; 222 cos2
1 ω
ε

ωεω =≤′
+

                         (24) 

и 
 

( )( )
( ) ( )( )HTLHTL

PcA
;,000;,0

2

22
ωεω ≤ .                                                     (25) 

Учитывая неравенства (24) и (25) в (18) имеем 

( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ).;,0;,0
2

20
1

11

;,00
2

20
1

11;,0

1
01

22

22

HTLHTL

HTLHTL

AAcAAc

PAAcAAcPP

υαυεε

ωεευ

<+=

=+≤

−−

−−−

                                               

Таким образом, оператор 1
01
−+ PPE  обратим в пространстве ( )( )HTL ;,02 . 

Тогда ( ) ψω
11

01
1

0
−−− += PPEP , а регулярное решение задачи (1), (2) 

( ) ( ) ( )tuttu 0+= ω . Очевидно, что 

( ) ( )( ) ( )( )( )
2

3
2

3
2

2
2

10;,0;,0
ϕϕ ++≤

HTLHTW
fconsttu . Теорема доказана. 
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İKİTƏRTİBLİ OPERATOR-DİFERENSİAL TƏNLİKLƏR ÜÇÜN BİR SƏRHƏD 
MƏSƏLƏSİNİN KORREKT HƏLL OLUNMASI HAQQINDA 

 
S.S.MİRZƏYEV, M.D.KARAASLAN 

 
XÜLASƏ 

 
      Məqalədə sonlu parçada ikitərtibli elliptik tip operator-diferensial tənliklər üçün bir 
sərhəd məsələsinin requlyar həllini təmin edən kafi şərtlər tapılmışdır. Bu şərtlər tənliyin əm-
sallarındakı operatorların spektral xassələri ilə ifadə olunur. 

 
Açar sözlər: operator-diferensial tənlik, requlyar həll, Hilbert fəzası, sərhəd məsələsi, 

normal operator. 
 

ON CORRECT SOLVABILITY OF ONE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE 
SECOND ORDER OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
S.S.MIRZAYEV, M.D.KARAASLAN 

 
SUMMARY 

 
In the paper, sufficient conditions for existence and uniqueness of regular solution of 

one boundary value problem for a second order elliptic type operator-differential equation on a 
finite interval are obtained. These conditions are expressed in terms of the properties of the 
coefficient of a given operator-differential equation. 

 
Key words: operator-differential equation, regular solution, Hilbert space, boundary 

value problem, normal operator. 
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